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摘要 随着科学和技术的发展, 试验涉及的因素越来越多, 它们之间的关系更加复杂, 特别是在高科

技的发展中, 面临多因素、非线性、模型未知等复杂性, 因此如何科学地组织试验就显得非常重要.

常见的试验设计类型有正交设计、均匀设计、最优设计等. 均匀设计的主要思想是把设计点均匀地

散布在试验区域中, 它具有试验点数可灵活选取、对模型稳健、适用于多类试验区域等诸多优点.

本文给出均匀设计理论发展过程、最近进展及应用现状.
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1 引言

试验设计在工业创新中发挥着重要作用. 试验设计在中国的广泛应用肇始于日本统计学家田口

玄一于20世纪60 年代到北京大学讲学, 他系统地介绍了有关正交设计的方法. 之后, 北大老师把相关

内容整理为一本试验设计讲义, 是一本优秀的普及正交设计的教材. 应用田口玄一的方法, 中国科学

院数学所的统计工作者在指导工厂试验的过程中, 遇到了许多多因素试验, 其试验区域很大且因素和

响应之间存在非线性关系的情形. 那时, 工程师不知道统计学中的科学试验设计和分析, 走了许多弯

路, 有些试验甚至做几年都还没有达到目的. 对于这些复杂的问题, 统计学家意识到, 田口玄一的方

法需要改进. 他们建议：1) 因素的水平可以不止2个, 通常可取3–5个水平; 2) 在初始阶段考虑所有

可能的因素进行筛选; 3) 给因素的主效应和交互效应的重要性排序以确定推荐的水平组合; 4) 用极
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差分析替换方差分析. 在这些思路指导下, 他们帮助工程师们解决了多个复杂试验的安排问题, 并整

理了一本操作手册, 参见[1]. 这些实践活动也为提出均匀设计提供了基础.

实际部门的需求驱动着试验设计理论的发展. 1978年的三个导弹指挥仪的项目中, 因素和响应之

间的真实模型可以通过微分方程组刻画. 然而, 给定微分方程组的初始值, 在当时的计算机条件下需

要很长的运算时间才能得到相应的解. 通常地, 解一个微分方程组需要花一天时间, 因此不具有实效

性. 为此, 研究人员提出了计算机试验的想法, 即通过计算机试验寻找因素与响应之间的易于计算的

近似模型, 在实战中用近似模型代替真模型. 当时国内并没有关于计算机试验的有关文献, 而且正交

设计不能达到计算机试验的需要. 例如, 其中一个项目要求考虑6个因素, 每个因素至少需要18个水

平. 由于每次试验都花费巨大, 因此项目方要求全部的试验次数不能超过50次. 这是一个巨大的挑

战, 需要一个全新的试验方法和相应的建模技术.

为了解决该问题, 均匀设计这一全新的设计方法应运而生[2, 3], 其应用多维积分的数论方

法(number theoretic methods), 把试验点均匀地安排在试验区域中. 在该项目中, 采用了31 个试验

点的均匀设计, 使得6个因素都有31个水平, 且得到的近似模型可以在0.00001秒即可得到合适精度的

近似解. 此后, 三个项目都获得巨大成功并荣获多个国家级奖项. 均匀设计可以大大节约试验时间和

试验成本, 并为计算机试验和实体试验提供了新的选择[4–7]. 由于均匀设计理论和正交设计有本质

的不同, 部分行内专家一开始并不理解均匀设计方法, 但是该方法受到工程师们的大力欢迎, 在国内

得到大量的应用, 不仅应用于许多军方项目, 而且也应用于许多民用项目. 尤其是从上世纪90年代末

以来, 均匀设计的理论得到了极大的发展, 已经成为国际公认的试验设计方法.

均匀设计的思想来源于总均值模型和数论方法. 均匀性是一个几何概念, 而不是一个统计准则.

因此为均匀设计建立一套坚实的理论是一件很困难的事情. 直到上世纪90 年代末期才寻找到了突破

口, 尔后均匀设计理论得以迅速发展. 本文将介绍均匀设计理论的发展及其应用. 本文第2节将介绍

均匀性测度, 第3节介绍均匀设计的各种构造方法, 第4节给出均匀设计与其它设计类型之间的关系,

第5节介绍均匀设计的应用. 更详细的技术细节和有关进展可参见2018年出版的关于均匀设计理论

与应用的专著[8].

2 均匀性测度

在一个试验中, 若各因素的取值没有相互限制, 则其试验区域为超矩形, 不失一般性可记

为X = Cs = [0, 1]s = [0, 1] × · · · × [0, 1]. 若各因素之间存在相互限制, 比如每个因素为试验中的某

成分, 则各成分非负并且之和等于1, 相应的试验区域为单纯型, 对应的设计为混料设计. 下面分别讨

论在超矩形和单纯型上的均匀性测度.

2.1 超矩形的均匀性度量

设y = f(x) 是试验区域X = Cs 上的真实模型, 其中x = (x1, . . . , xs) 为变量(因素), y 为响应.

设P = {x1, . . . ,xn} 是Cs 中的n 个试验点构成的点集. 一件最重要最基本的事情是估计f(x) 的总

均值, 即E(y) =
∫
Cs f(x)dx. 一个自然的想法是应用P 的样本均值ȳ(P) = 1

n

∑n
i=1 yi 来估计E(y),

其中yi = f(xi), i = 1, . . . , n. 最简单的随机方法是数论方法, 即蒙特卡洛方法, 即 P 是 Cs 上的
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均匀分布 U(Cs) 的 n 个独立样本, 其相应的样本均值 ȳ(P) 是 E(y) 的无偏估计, 且其估计方差为

Var(f(x))/n, 其中随机变量 x 服从 Cs 上的均匀分布. 由中心极限定理可知, 样本均值和总均值

之间的差异95% 的置信区间为|ȳ(P) − E(y)| 6 1.96
√
Var(f(x))/n. 然而, 在很多情形下, 估计方差

Var(f(x))/n 太大了, 故需要减少. 为此, McKay, Beckman 和 Conover [9] 提出了拉丁超立方体抽

样, 其使得样本之间为负相关, 从而减少估计方差.

另一方面, 著名的Koksma-Hlawka不等式说明E(y) 和样本均值ȳ(P) 之间的误差有以下的上界

|ȳ(P)− E(y)| 6 V (f)D∗(P), (2.1)

其中V (f) 是函数f 在Hardy 和 Krause 意义下的全变差(参见[10]和[11]), D∗(P) 是P 的星偏差, 它

由[12]提出且不依赖于f , D∗(P) = supx∈Cs |FP(x)− F (x)| , 其中F (x) 为 Cs 上均匀分布的分布

函数, FP(x) 为设计 P = {x1, . . . ,xn},xi ∈ Cs 的经验分布函数. 星偏差恰好是拟合优度检验中

的Kolmogorov-Smirnov统计量. 星偏差不仅在伪蒙特卡洛方法中也在统计学中有重要应用, 不过星

偏差的数值并不能在多项式时间内计算出来[45]. 上界(2.1)在很多情形下是紧的. 若V (f) 在试验区

域上有界, 则可以选择Cs中的有n 个试验点的点集P 使得其星偏差D∗(P) 尽可能地小, 从而可以最

小化(2.1)式中的误差上界. 方开泰[2] 和Wang 和 Fang [3] 称使得星偏差最小的设计为均匀设计.

然而, 星偏差存在一些缺点. 星偏差不易计算且不具有坐标旋转不变性, 即对设计点绕着试验

中心做任何旋转, 星偏差值都会变化(参Winker 和 Fang [45]). 这在几何上来看不合理. Hickernell

[13, 14] 应用再生核Hilbert 空间的工具, 推广了偏差的定义, 并提出了几种新的偏差. 这些偏差具

有诸多优点, 例如偏差有显式表达式、同时考虑S 维空间上点集的均匀性和低维投影的均匀性、

具有几何直观含义等. 其中, 中心化偏差(centered L2-discrepancy, CD)和可卷偏差(wrap-around

L2-discrepancy, WD)得到了广泛应用. 给定设计 P = {x1, . . . ,xn},xi = (xij) ∈ Cs, CD和WD的平

方值的表达式分别如下所示:

CD2(P) =

(
13

12

)s

− 2

n

n∑
i=1

s∏
j=1

(
1 +

1

2
|xij − 0.5| − 1

2
|xij − 0.5|2

)

+
1

n2

n∑
i,k=1

s∏
j=1

(
1 +

1

2
|xij − 0.5|+ 1

2
|xkj − 0.5| − 1

2
|xij − xkj |

)
,

WD2(P) =−
(
4

3

)s

+
1

n2

n∑
i,k=1

s∏
j=1

[
3

2
− |xij − xkj |+ |xij − xkj |2

]
.

对于不同均匀性测度, Fang, Li 和 Sudjianto [7] 说明一个合理的均匀性测度需满足以下7个要求:

C1 具有因素或试验顺序的置换不变性;

C2 具有坐标旋转不变性;

C3 不仅能衡量点集P 在Cs 中的均匀性, 也能衡量P 投影到Cu 的均匀性, 其中u 为{1, . . . , s} 的非
空子集;

C4 有合理的几何意义;

C5 易于计算;

C6 满足类似的Koksma-Hlawka 不等式;

C7 与试验设计的其它准则保持一致性.
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星偏差满足C1, C3, C4 和C6, 而CD和WD满足C1 − C7 全部的要求. 后来, Zhou, Fang 和 Ning

[15] 提出了两个关于均匀性测度合理性的新要求:

C8 对设计点的整体平移具有敏感性;

C9 较小的维数祸根问题.

Zhou, Fang 和 Ning [15] 证明了CD并不满足C9, 而WD不满足C8. 同时, 他们提出了一种称为混

合偏差(mixture discrepancy, MD)的新偏差准则. 混合偏差的平方值的表达式如下

MD2(P) =

(
19

12

)s

− 2

n

n∑
i=1

s∏
j=1

(
5

3
− 1

4
|xij −

1

2
| − 1

4
|xij −

1

2
|2
)

+
1

n2

n∑
i=1

n∑
k=1

s∏
j=1

(
15

8
− 1

4
|xij −

1

2
| − 1

4
|xkj −

1

2
| − 3

4
|xij − xkj |+

1

2
|xij − xkj |2

)
.

混合偏差可以同时满足C1 − C9, 因此其可以克服CD和WD的缺点, 是一个更合理的均匀性测度.

在许多实体试验中, 试验区域为一些离散点. 因此, 需要可以直接衡量有限点的点集的均匀性测

度. Hickernell 和 Liu [16], Fang, Lin 和 Liu [17] 提出了一种称为离散偏差的均匀性测度, 是基于一

个特殊的核函数定义的. Qin 和 Fang [18] 进一步地讨论离散偏差的性质, 并提出了相应的均匀设计

的构造方法. 此后, Zhou, Ning 和 Song [19] 指出离散偏差存在一些不足, 并提出Lee偏差用于刻画多

水平离散点集的均匀性.

均匀性测度在均匀设计理论中具有核心作用. 以上提到的不同类型的偏差, 极大地发展了均匀

设计理论. 基于这些偏差, 可以展示均匀设计与其它类型的设计之间的关系.

给定一种偏差后, 其偏差下界有利于构造均匀设计, 因为其可以做为搜索算法中的基准, 即达到

偏差下界的设计为均匀设计. 方开泰与他的合作者给出了不同偏差准则在不同情形下的下界. 对于

中心化偏差, Fang 和 Mukerjee [20] 针对两水平正规正交设计首次给出了CD的下界; Fang, Ma 和

Mukerjee [21] 得到两水平正规和非正规设计的CD 下界; Fang, Lu 和Winker [22] 给出两水平设计

的CD的改进下界; Chatterjee, Li 和 Qin [23] 给出了两水平设计的CD更紧的下界; Fang, Maringer,

Tang 和Winker [24] 给出三水平和四水平设计的CD 的一个下界; Elsawah 和 Qin [25] 给出更紧

的CD下界. 对于可卷偏差, Fang, Ma 和 Mukerjee [21] 给出两水平和三水平的正规和非正规设计

的WD的一个下界; Fang, Lu 和Winker [22] 给出三水平设计的WD更紧的下界; Fang, Tang 和 Yin

[26] 对于任意q 水平U-型设计提出了WD的一个下界; Fang, Tang 和 Yin [27] 从不同的角度出发, 得

到任意q 水平设计的更好的WD下界; Chatterjee, Fang 和Qin [28] 研究了二、三混水平设计的WD

的下界; 后来, Zhou 和 Ning [29] 研究了任意不同混合水平设计的WD的下界. 对于混合偏差, Zhou,

Fang 和Ning [15] 给出了两水平设计的MD下界; Ke, Zhang 和 Ye [30] 给出三水平设计的MD下界;

Elsawah 和 Qin [31] 给出两水平、三水平和四水平设计的MD下界; Elsawah 和 Qin [32] 还给出二、

三混合水平的MD下界.

2.2 单纯型上的均匀性度量

对于混料试验, 其试验区域为单纯型或其中部分区域. 若因素和响应之间的关系在试验之前是

未知的, 可把设计点均匀地散布在单纯型中, 相应设计即为混料均匀设计[4, 33]. 后来, Fang 和 Yang

[34] 考虑了有限制的混料均匀设计. 为了构造混料均匀设计, 需要给出相应的均匀性准则. 这里有间
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接的和直接的这两类均匀性准则. 构造s 维空间上的混料设计的一种方法是对Cs−1 上的设计经过一

种特殊的变换而成, 因此一种间接衡量混料设计的均匀性准则直接定义为变换前Cs−1 中的设计的均

匀性. F -偏差即为这类间接测度, 参见[4]. 为了给出直接定义在单纯型上的均匀性测度, Ning, Zhou

和 Fang [35] 提出了DM2偏差, 该偏差有显式表达式, 易于计算.

3 均匀设计构造方法

为了便于均匀设计的实际应用, 需要构造一批均匀设计表. 文献中提出各种构造均匀设计的方

法, 其包括下面三类:

(i) 拟蒙特卡罗法, 参见[2, 36,37];

(ii) 组合方法, 参见[38–44];

(iii) 数值搜索法, 参见[26, 45–48].

拟蒙特卡罗法是常用的构造均匀设计的方法, 第一批均匀设计即是由这类算法构造的. 其中, 好

格子点法以及方幂好格子点法最先被使用, 参见方开泰[2]. 好格子点法的思想如下：若构造一个n

个点、s 个因素的设计, 首先寻找一个生成向量(h1, . . . , hs), 其中hi 与n 互素且互不相同; 则好格子

点法生成的点集的第i 行为dij = ihj (mod n); 给定偏差准则后, 寻找一个最佳的生成向量使得相应

的好格子点集的偏差值最小. 因此, 好格子点集完全取决于生成向量. 然而, 给定试验次数n 和因素

个数s 等参数后, 好格子点集的均匀性还有提高的空间. 例如, 基于好格子点集, Zhou 和 Xu [37] 证

明了线性水平置换技术可以提高均匀性准则和极大极小准则意义下的空间填充性.

在离散偏差意义下, 组合方法是构造均匀设计的一种非常有力的工具. 该方法往往能构造离散

偏差值达到偏差下界的均匀设计. 一个具有相同行相遇数的非对称均匀设计与一个均匀可分解设

计(uniformly resolvable design, URD) 是等价的, 而组合方法中主要的工具即是利用这种等价性. 因

此, 给出一个URD, 我们不需要任何计算和搜索而立得一个均匀设计. 对于URD的存在性, 文献中已

有许多结果, 参见Fang, Ge, Liu 和 Qin [41, 43], 以及这两篇论文中的参考文献. 组合方法可以构造

对称和非对称均匀设计, 也可以构造超饱和均匀设计. 通过下列的工具可构造一系列均匀设计:

(A) 可分解平衡不完全区组设计, 参见[39, 42,43];

(B) Room方, 参见[38];

(C) 可分解填充设计, 参见[40, 49];

(D) Kirkman三元系大集, 参见[40];

(E) 超单可分解的t-设计, 参见[44];

(F) 可分解的可分组设计, 参见[41];

(G) 拉丁方, 参见[41, 50];

(H) 可分解的部分成对平衡设计, 参见[51].

这里, 方法(A)–(E) 可构造对称均匀设计, 而方法(F)–(H) 可构造非对称均匀设计. 大部分方法都可

以构造离散偏差意义下的均匀设计.

组合方法往往只能构造参数n, s 和 q1, . . . , qs 在某些特定情形下的均匀设计. 因此, 需要给出适

用于任何参数的构造算法. 近几十年来研究人员发明了各类智能算法, 例如, 模拟退火算法及其各种
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改进算法、遗传算法、蚁群算法和粒子群算法等, 这些方法可以处理离散优化问题. 在给定某个偏差

准则后, 构造均匀设计本质上也可以变为一个离散优化问题. 因此, 可以考虑应用智能算法来构造均

匀设计. Winker 和 Fang [45] 和Winker 和 Fang [46] 首先应用门限接受法来构造星偏差意义下的均

匀设计. 该方法是模拟退火算法的一种改进算法, 其用硬门限来接受当前解的邻域中的新解, 而模拟

退火算法是用一定的概率来接受新解. Fang 和Ma [52] 和Fang, Ma 和Winker [53] 分别用门限接受

法构造在WD和CD意义下的均匀设计. 其后, Fang, Lu 和Winker [22] 把WD和CD的表达式变换成

列平衡的函数和Hamming距离的函数, 且基于这些结果对于局部搜索启发式的门限接受法提出了一

种有效的更新方法, 其可以快速有效地构造均匀设计. Fang, Tang 和 Yin [26] 还提出一种有效的平

衡追赶的启发式算法来构造许多新的均匀设计表, 并可以构造高水平的均匀设计; 该方法比传统的门

限接受法效果更好. Fang, Maringer, Tang 和Winker [24] 也采用该方法获得许多均匀设计. 实际上,

该方法应用了均匀设计所要求具备的内在结构的组合性质. 此外, Fang, Ke 和 Elsawah [54] 采用了

一种修正的门限接受法来构造在混合偏差意义下的均匀设计.

另外, Zhou, Fang 和 Ning [48] 把搜索均匀设计的优化问题转换为一个0-1二次整数规划问题,

并应用局部搜索方法获得该问题的解, 从而构造出相应的均匀设计. Fang, Lin, Winker 和 Zhang [6]

发现可以通过门限接受法来优化CD而得到许多正交设计, 并称得到的设计为“均匀正交设计”.

4 均匀设计与其它设计类型之间的关系

均匀设计理论是从拟蒙特卡罗法出发的, 其为确定性方法. 似乎均匀设计理论与试验设计中常

用的正交设计完全不同, 而正交设计是具有诸多统计意义的. 注意到正交设计是一类组合均衡设计,

而均匀设计也是满足某种均衡性的设计, 因此研究人员猜想正交设计也可能是在某种意义下的均匀

设计. 如果该猜想成立, 我们就可以建立正交设计和均匀设计之间的联系, 并可以大大促进均匀设计

理论的发展. Fang, Lin, Winker 和 Zhang [6] 发现基于均匀性测度CD 和WD, 在很多情形下该猜想

成立, 即在某些特殊情形下正交设计也是均匀设计.

均匀性在试验设计中的统计性质仍需要进一步地论证. Fang 和Mukerjee [20] 证明了一个非常

精彩的结论, 即均匀性和正交性之间存在解析的联系. 通常地, 一个正规设计的正交性可用字长型及

相应的“最小低阶混杂”准则来衡量, 而中心化偏差CD可衡量设计的均匀性. 该文证明了两水平正规

正交设计的CD和字长型之间存在解析表达式. 该结果打开了均匀设计理论发展的新视野, 均匀设计

和因子设计之间的联系被更多地挖掘. 例如, Ma, Fang 和 Lin [55] 证明了均匀性和正交性之间的等

价性只在一些特殊情形下才成立.

此外, Tang, Xu 和 Lin [56] 给出三水平部分因子设计的CD和衡量非正规设计正交性的广义字

长型之间的关系, 并证明了在平均意义下广义最小低阶混杂设计具有低偏差. 后来, Zhou 和 Xu [57]

建立了由再生核Hilbert空间工具得到的任一偏差准则与广义字长型之间的紧密联系, 其适用于任意

水平设计, 从而说明均匀性与正交性具有相通性. Zhang, Fang, Li 和 Sudjianto [58] 应用优势框架

理论把衡量平衡格子点设计的各种准则统一起来, 这里包括部分因子设计、超饱和设计和均匀设计.

Fang 和Ma [59] 还给出了正规3s−1 设计中均匀性、混杂和相关性之间的关系. Ma, Fang 和 Lin [60]

应用CD来区分部分因子设计之间的同构性.
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另外, 区组设计是一类重要的试验设计. 在区组试验中定义的各种概念, 是一种区组间或处理间

或组群间的均衡性(balance), 这种均衡性在直观上很易接受, 在数据分析中有简单的公式, 但并未从

理论上来论证它的优良性. Liu 和 Chan [61] 利用离散偏差作为均匀性度量, 从理论上证明了平衡不

完全区组设计在所有的二元不完全区组设计中是最均匀的. Liu 和 Fang [62] 则考虑了某类可分解不

完全区组设计, 在离散偏差下, 得到了这类区组设计是最均匀的一个充要条件, 提出了用某类U-型设

计构造这类区组设计的方法, 从而建立起了这类可分解不完全区组设计与U-型设计之间的一重要桥

梁.

5 均匀设计的应用

均匀设计理论的突破得到了全世界的认可. 例如, 由著名统计学家C.R. Rao主编的《统计手

册(第22卷)》中有一章专门讨论均匀设计理论, 参见 Fang 和 Lin [63]. 《统计科学百科全书(第二

版)》中也收录了均匀设计的内容, 参见 Fang [64]. 由Springer出版的《工业统计手册》和《国际统

计科学百科全书》都收录了均匀设计的内容, 分别参见[65] 和 [66]. 此外, 《质量和可靠性中的统计

百科全书》也介绍了均匀设计理论, 参见Fang 和 Hickernell [67]. 在国内, 均匀设计也得到了工业界

的大量支持和应用. 在钱学森院士和中国数学学会的支持下, 在1994年成立了中国数学会均匀设计

分会, 其为中国数学会下的二级学会. 均匀设计分会负责组织全国性会议、培训班、研讨会和其它

活动以推动均匀设计在国内的发展. 均匀设计在国内外已得到大量的应用. 下面分别考虑均匀设计

在工业界和优化中的应用.

5.1 均匀设计在工业界的应用

在中国知网以“均匀设计”为关键字搜索可知, 从2000–2018年之间有5660 条的文献, 其中大部分

是工业界应用均匀设计解决其实际问题的论文. 此外,在ISI Web of Science网页查询可知,有2000多

条引用均匀设计的SCI论文. 均匀设计理论在国外也得到较好的应用. 例如, 美国福特公司研发部门

采用均匀设计做为其标准流程的一部分. 该公司应用六西格玛设计技术来研发其新型发动机, 而应

用均匀设计的计算机试验是研发发动机早期阶段的标准流程. 研发中的许多案例可参Fang, Li 和

Sudjianto [7].

特别地, 均匀设计在化学实验尤其是化学计量学中有许多贡献. 例如, Xu, Liang 和 Fang [68] 比

较正交设计、D-最优设计和均匀设计在可逆化学反应中的表现. 该文表明, 对非线性的可逆反应动

力学模型, 如果初始值设定离真实参数不远且随机误差也不大, D- 最优设计通常具有最佳表现, 但

其对初始值的设定非常敏感, 如果初始值远离真实参数的值, 参数估计很有可能失败. 与D-最优设计

相比, 正交对初始参数的位置不那么敏感, 但随着随机误差增加到一定水平, 如果初始值远离真实参

数的值, 参数估计也很有可能失败. 在所有的实验中, 均匀设计的表现最稳健. 均匀设计在化学和化

学工程中的应用的更多结果可参见Liang, Fang 和 Xu [69], 该文在化学和化学工程界产生了重要影

响. 这些结果吸引更多的化学家们应用均匀设计方法解决问题. 进一步地, Xu, Xu, Li 和 Fang [70]

在 Journal of Chemometrics 发表文章回顾了均匀设计在化学领域, 如分离条件优化、中草药质量控

制、指纹图谱分析、药物化学、环境和食品化学等的发展和各种应用.
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5.2 均匀设计在优化中的应用

考虑下面的约束优化问题

min f(x) (5.1)

s.t. fi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m,

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p,

其中函数 f, f1, . . . , fm, h1, . . . , hp : Rs → R, 即约束条件包括不等式约束和等式约束. 当 m = p = 0

时, 问题(5.1) 即为无约束优化问题. 当 f, f1, . . . , fm, h1, . . . , hp 都是凸函数时, 称(5.1) 为凸优化问

题. 显然, 线性规划是一种特殊的凸优化问题.

常用的最速下降法、牛顿法和拟牛顿法都要求目标函数最少一阶可微, 然而有些目标函数并不

满足这一条件, 或者其可行域是一个离散区域. 此时, 优化问题(5.1) 变成一个离散优化问题, 其求解

过程比目标函数可微情形下往往更困难. 记由问题(5.1) 的约束条件所构成的搜索区域的可行域为

X . 求解优化问题的一种最简单的方法是在可行域 X 中采用蒙特卡洛法产生 n 个样本, 分别计算相

应的目标函数值, 其中使目标函数最小的点可作为最优解的近似. 由于蒙特卡洛法收敛速度慢, 为此

我们可以用均匀设计作为工具来求解, 其主要思想是把试验区域中的随机样本替换为均匀散布的点

集.

对于高维优化问题而言, 一个有 n 个点的均匀设计, 在可行域中仍较稀疏. 一种考虑是增大 n,

然而其充满整个可行域的速度仍显过慢. 为此, Fang 和Wang [4] 提出了从数论角度得到的序贯均匀

设计法 (sequential number-theoretic optimization), 并记为 SNTO. 该方法的思想如下所示：对于可

行域为 X 的目标函数 f(x), 首先在 X 上均匀地安排 n 个点x1, . . . ,xn, 得到 f(x1), . . . , f(xn); 比

较这些值并在取值最小点附近再安排一个均匀点集, 比较这些值并得到新的取值最小点; 然后根据一

些准则再缩小试验区域, 直到达到要求的精度为止. SNTO可以处理非线性优化问题, 对目标函数的

可微性没有要求.

图1 给出SNTO法求解优化问题的示意图. 图1(a) 和图1(b) 分别为无约束和有约束优化问题的
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图 1 二维的SNTO法示意图: (a) 变量之间没约束, (b) 变量之间有非线性约束.
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求解过程示意图,其中图1(b)的约束条件为2x1+3x2 6 6, x1+5x2 6 6, 2x1+2x2
2 6 5, x1 > 0, x2 > 0.

从图中可知, 经过几次缩小搜索区域之后, 散布的均匀点集已越来越密, 可以快速地得到近似最优解.

此外, 该方法可得到多峰优化问题的全局最优解, 因为其初始的点集均匀地散布在搜索区域, 总有一

个点的函数值接近全局最优解. 在SNTO法中, 也有可能出现全局最优解附近的点所对应的函数值没

有局部最优解附近的函数值小, 这会导致搜索方向有误. 为此, Chan 和 Fang [71] 提出SNTO的改进

方法, 可以尽量避免陷入局部最优解, 同时保证收敛速度. 文献中很多例子显示, 均匀设计及SNTO法

可以快速有效地求解有约束和无约束的优化问题. 例如可应用于极大似然估计的求解等.

6 结论

均匀设计具有重要的理论意义和实用价值. 均匀试验设计是一种模型未知的部分因子设计、计

算机试验中的空间填充设计、模型稳健的设计和超饱和设计, 该方法还可以应用于混料试验. 特别

地, 在大数据时代, 试验设计在大数据分析中仍将扮演重要角色, 均匀设计也有这样的重要机会, 例

如, 均匀设计在大数据的抽样问题中的应用等. 这些方面仍有待进一步的研究.
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Theory and application of uniform designs

Ping He, Dennis K.J. Lin, Min-Qian Liu, Qingsong Xu & Yongdao Zhou

Abstract With the development of science and technology, the numbers of factors in experiments become

larger and larger, and the relationships among factors become more and more complex, then it is very important

to scientifically organize the experiments. Orthogonal designs, uniform designs and optimal designs are the

popular types of experimental designs. The main idea of uniform designs is to scatter the design points on the

experimental domain uniformly. Uniform designs have many advantages such as choosing the numbers of runs

flexibly, robustness for models, suitability for different types of experimental domains. This paper reviews the

theoretical development, current progress and applications of uniform designs.
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